
Modélisation
du problème

Le terme de
régularisation

Le terme de
fidélité aux
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non linéaire
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4 Minimisation de la fonctionnelle

5 Existence de minimiseurs
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Modélisation du problème

Contexte

Registration d’images : étant données 2 images T et R,
on cherche une déformation ϕ optimale telle que T ◦ ϕ
s’aligne sur R.

Segmentation d’images : partitionner l’image en un
ensemble de régions d’intérêt.

Hypothèses

Soit Ω un ouvert borné de R2, de frontière ∂Ω de classe
C 1,

Soit R l’image Reference, R : Ω̄→ R,

Soit T l’image Template, T : Ω̄→ R, Lipschitzienne, à
support compact,

Soit ϕ la déformation recherchée, avec ϕ = Id sur ∂Ω.
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Présentation des méthodes de registration

Un algorithme de registration se compose :

d’un modèle de déformation

transformation géométrique dérivant d’un modèle physique
transformation géométrique dérivant de la théorie
d’interpolation
transformation géométrique basée sur des connaissances à
priori

d’une fonction objectif

méthodes géométriques
méthodes basées sur l’intensité, les attributs. . .
méthodes hybrides

d’une méthode d’optimisation

méthodes continues : descente de gradient, gradient
conjugué, Quasi-Newton. . .
méthodes discrètes : graphes, programmation linéaire. . .
algorithmes gloutons et évolutionnistes
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Modélisation du problème

Cadre Eulérien

Transformation inverse ϕ = Ψ−1, telle que les points y de la
grille dans l’image déformée ont pour origine
x = ϕ(y) = Ψ−1(y) et ont pour intensité T (x) = T (ϕ(y)).

ϕ(y′)

ϕ(y) y

x

x′ y′

Minimisation d’une fonctionnelle d’énergie

inf
ϕ∈W
{J (ϕ) = Efid (ϕ) + Ereg (ϕ)}
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Notations

Déformation

Application régulière, qui préserve l’orientation, injective
sauf éventuellement sur ∂Ω : ϕ : Ω̄→ R2

Déplacement associé : u = ϕ− Id

Élasticité non linéaire

tenseur de déformation : C = ∇ϕT∇ϕ = F T F

tenseur de Green Saint-Venant :

E =
1

2
(∇u +∇uT +∇uT∇u)

densité d’énergie d’un matériau hyperélastique, isotrope,
homogène :

W (F ) = Ŵ (E ) =
λ

2
(trE )2 + µtr(E 2) + o(‖E‖2)

avec F T F = I + 2E .
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Le terme de régularisation

Fonctionnelle d’énergie : la régularisation

On pose W (∇ϕ) = WSVK (∇ϕ) + µ(det∇ϕ− 1)2 où
WSVK est la densité d’énergie d’un matériau de Saint
Venant-Kirchhoff :

WSVK (∇ϕ) = ŴSVK (E ) =
λ

2
(trE )2 + µtr(E 2)

avec E =
1

2
(∇ϕ∇ϕT − I ).

On peut écrire W sous la forme :

W (∇ϕ) = β(‖∇ϕ‖2 − α)2 + ψ(det∇ϕ),

avec ψ : s 7−→ −µ
2

s2 + µ(s − 1)2 +
µ(λ+ µ)

2(λ+ 2µ)
convexe.
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La fonction edge detector

Fonction edge detector

Soit g : R+ → R+ satisfaisant

g(0) = 1,

g strictement décroissante

lim
r→+∞

g(r) = 0.

g := g(|∇R|) : Ω̄→ R+

On suppose ∃c > 0 tel que 0 < c < g et que g est lipschitzienne.
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Exemple de la fonction edge detector
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Figure : Image R et g(|∇R|) correspondante
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Espace BV pondéré

Classe de fonctions poids de Muckenhoupt A1 = A1(Ω)

w ∈ L1
loc (Ω0), Ω0 voisinage de Ω̄:

C w(x) ≥ 1

|B(x , r)|

∫
B(x ,r)

w(y) dy a.e.

dans toute boule B(x , r) ⊂ Ω0.

Définition

Soit w une fonction poids dans la classe
A∗1 = {w ∈ A1,w sci }. On note BV (Ω,w) l’ensemble des
fonctions u ∈ L1(Ω,w) (ensemble des fonctions intégrables par
rapport à la mesure w(x) dx) telles que:

sup

{∫
Ω

u div(ϕ) dx : |ϕ| ≤ w partout, ϕ ∈ Lip0(Ω,R2)

}
<∞

On note varw u cette quantité.
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Le terme de fidélité aux données

Variation totale pondérée

varg v = sup

{∫
Ω

v divψ, |ψ| ≤ g partout, ψ ∈ Lip0(Ω,R2)

}
avec g :=

1

1 + c |∇R|2
.

Interprétation de vargv

Si v = 1ΩC , ΩC ⊂ Ω, avec C la frontière de ΩC ,

varg (v = 1ΩC) =

∫
C

g ds.

Le terme de fidélité aux données

Efid (ϕ) = varg T ◦ ϕ+
ν

2

∫
Ω

(T ◦ ϕ− R)2
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Minimisation de la fonctionnelle

Fonctionnelle à minimiser

inf
ϕ∈W

{
J (ϕ) = varg T ◦ ϕ+

∫
Ω

f (x , ϕ(x),∇ϕ(x))dx

}
avec W = {ϕ ∈ Id + W1,4

0 (Ω,R2)},

f (x , ϕ, ξ) =
ν

2
(T ◦ ϕ− R)2 + WSVK (ξ) + µ(det ξ − 1)2

=
ν

2
(T ◦ ϕ− R)2 + W (ξ).
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Existence de minimiseurs

Proposition

W n’est pas quasiconvexe.

Définition de l’enveloppe quasiconvexe

Qf (x , ϕ, ξ) = inf

{
1

|D|

∫
D

f (x , ϕ, ξ +∇Φ(y)) dy :

Φ ∈W 1,∞
0 (D,R2)

}
Théorème (Bousselsal [1])

Soit W : Rn×n −→ R. Soit ψ : R −→ R une fonction convexe telle
que W (F ) = β(‖F‖2 − α)2 + ψ(det F ), α, β ∈ R∗+. Alors

PW (F ) = QW (F ) = RW (F ) =

{
W (F ) si ‖F‖2 ≥ α

ψ(det F ) si ‖F‖2 < α.

13 / 34



Modélisation
du problème

Le terme de
régularisation

Le terme de
fidélité aux
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Problème relaxé

Proposition

L’enveloppe quasiconvexe Qf de f est définie par

Qf (x , ϕ, ξ) =
ν

2
(T (ϕ)− R)2 + QW (ξ) avec

QW (ξ) =


W (ξ) if ‖ξ‖2 ≥ 2

λ+ µ

λ+ 2µ
,

ψ(det ξ) if ‖ξ‖2 < 2
λ+ µ

λ+ 2µ
.

Fonctionnelle relaxée

inf
ϕ∈W

{
J̄ (ϕ) = varg T ◦ ϕ+

∫
Ω

(T ◦ ϕ− R)2 +

∫
Ω

QW (∇ϕ)

= varg T ◦ ϕ+

∫
Ω

Qf (x , ϕ(x),∇ϕ(x))dx

}
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Existence de minimiseurs

Théorème

Supposons que J̄ est propre. La fonctionnelle J̄ admet des
minimiseurs dans W.

Idée de la preuve

Inégalité de coercivité :

Qf (x , ϕ, ξ) ≥ µ

4
(det ξ)2 +

β

2
‖ξ‖4 + k, k ∈ R.

Suite minimisante (ϕk ) ∈ W : J̄ (ϕk )
k→+∞−→ inf

Ψ∈W
J̄ (Ψ).{

ϕk ⇀ ϕ̄ dans W 1,4(Ω,R2),
det (∇ϕk ) ⇀ det(∇ϕ̄) dans L2(Ω).

Semi-continuité inférieure faible :
J̄ (ϕ̄) ≤ lim inf

k→+∞
J̄ (ϕk )
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Résultat de relaxation

Proposition

Supposons que T ∈W 2,∞(R2,R), ∇T est Lipschitzienne avec
une constante de Lipschitz κ′.
Soit ϕ̄ ∈ Id + W 1,4

0 (Ω,R2) un minimiseur du problème relaxé.

Il existe une suite {ϕν}∞ν=1 ⊂ ϕ̄+ W 1,4
0 (Ω,R2) telle que

ϕν ⇀ ϕ̄ dans W 1,4(Ω,R2) et∫
Ω

f (x , ϕν(x),∇ϕν(x))dx →
∫

Ω
Qf (x , ϕ̄(x),∇ϕ̄(x))dx .

Si de plus, ∇ϕν converge fortement vers ∇ϕ̄ dans
L1(Ω,M2(R)), alors on a

J (ϕν)→ J̄ (ϕ̄)

et donc inf(J̄ ) = min(J̄ ) = inf(J ).
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Méthode numérique pour la résolution

Problème découplé

J̄γ(ϕ,V , T̃ ) =varg T̃ +
ν

2
‖T (ϕ)− R‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

QW (V ) dx

+
γ

2
‖V −∇ϕ‖2

L2(Ω,M2) + γ ‖T̃ − T ◦ ϕ‖L1(Ω).

Ŵ = Id + W 1,2
0 (Ω,R2) , χ̂ =

{
V ∈ L4(Ω,M2(R))

}
.

On minimise J̄γ sur Ŵ × χ̂× BV (Ω, g).
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Résultat de Γ− convergence

Théorème

Soit (γj ) une suite croissante de réels positifs telle que

lim
j→+∞

γj = +∞. Soit
(
ϕk (γj ),Vk (γj ), T̃k (γj )

)
une suite minimisante

du problème découplé avec γ = γj . Alors il existe une sous-suite

notée
(
ϕN(γζ(j))(γζ(j)),VN(γζ(j))(γζ(j)), T̃N(γζ(j))(γζ(j))

)
de(

ϕk (γj ),Vk (γj ), T̃k (γj )
)

et un minimiseur ϕ̄ de J̄
(ϕ̄ ∈ Id + W 1,4

0 (Ω,R2)) tels que:

lim
j→+∞

J̄γζ(j)

(
ϕN(γζ(j))(γζ(j)),VN(γζ(j))(γζ(j)), T̃N(γζ(j))(γζ(j))

)
= J̄ (ϕ̄).
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Résultat de Γ− convergence

Idée de la preuve

inf
Ŵ×χ̂×BV (Ω,g)

J̄γ(ϕ,V , T̃ ) ≤ J̄γ(ϕ̂ε,∇ϕ̂ε,T ◦ ϕε) = J̄ (ϕ̂ε)

< inf
ϕ∈W

J̄ (ϕ) + ε ≤ inf
ϕ∈W

J̄ (ϕ) + ε0.

On considère une suite minimisante du problème découplé :

J̄γj

(
ϕk (γj ),Vk (γj ), T̃k (γj )

)
k→+∞−→ inf

Ŵ×χ̂×BV (Ω,g)
J̄γj (ϕ,V , T̃ )

VN(γζ(j))(γζ(j)) ⇀
j→+∞

V̄ dans L4(Ω,M2),

det(VN(γζ(j))(γζ(j))) ⇀
j→+∞

det(∇ϕ̄) dans L2(Ω),

ϕN(γζ(j))(γζ(j)) ⇀
j→+∞

ϕ̄ dans W 1,2(Ω,R2),

T̃N(γζ(j))(γζ(j)) →
j→+∞

T ◦ ϕ̄ dans L1(Ω).

Semi-continuité inférieure faible inf
ϕ∈W

J̄ (ϕ) ≤ J̄ (ϕ̄) ≤

lim inf
j→+∞

J̄γζ(j)

(
ϕN(γζ(j))(γζ(j)),VN(γζ(j))(γζ(j)), T̃N(γζ(j))(γζ(j))

)
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Résolution

Pour ϕ et V fixés, on veut minimiser :

inf
T̃

{
varg T̃ + γ‖T̃ − T ◦ ϕ‖L1(Ω)

}
.

On introduit la variable auxiliaire f :

inf
T̃ ,f

{
varg T̃ + γ‖f ‖L1(Ω) +

1

2θ
‖T̃ − T ◦ ϕ+ f ‖2

L2(Ω)

}
.

Problème découplé en 2 sous-problèmes :

inf
T̃

{
varg T̃ +

1

2θ
‖T̃ − T ◦ ϕ+ f ‖2

L2(Ω)

}
, (1)

inf
f

{
γ‖f ‖L1(Ω) +

1

2θ
‖T̃ − T ◦ ϕ+ f ‖2

L2(Ω)

}
. (2)
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Proposition

La solution de (1) est donnée par

T̃ = T ◦ ϕ− f − ΠθK (T ◦ ϕ− f ) .

où Π représente la projection orthogonale, et K est la
fermeture de

{
div ξ : ξ ∈ C 1

c (Ω,R2), |ξ(x)| ≤ g(x), ∀x ∈ Ω
}
.

Proposition

La solution de (2) est donnée par

f =


T ◦ ϕ− T̃ − θγ si T ◦ ϕ− T̃ ≥ θγ
T ◦ ϕ− T̃ + θγ si T ◦ ϕ− T̃ ≤ −θγ
0 sinon.
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Calculer ΠθK (T ◦ ϕ− f ) revient à résoudre:

min{‖θ div p − (T ◦ ϕ− f )‖2
L2(Ω) : |p(x)|2 − g(x)2 ≤ 0}

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker donnent l’équation:

g(x)∇(θ div p−(T ◦ϕ−f ))−|∇(θ div p−(T ◦ϕ−f ))|p = 0.

que l’on résout par une méthode de point fixe :
p0 = 0,

pn+1 =
pn + τ∇(div p − (T ◦ ϕ− f )/θ)

1 + τ
g(x) |∇(div p − (T ◦ ϕ− f )/θ)|

.
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Rappel

Pour ϕ et V fixés :

inf
T̃ ,f

{
varg T̃ + γ‖f ‖L1(Ω) +

1

2θ
‖T̃ − T ◦ ϕ+ f ‖2

L2(Ω)

}
.

Pour T̃ et f fixés,

inf
ϕ,V

{
ν

2

∫
Ω

(T (ϕ)− R)2 dx +

∫
Ω

W (V )Hε
(
‖V ‖2 − α

)
dx

+

∫
Ω

ψ(det V )Hε
(
α− ‖V ‖2

)
dx

+
γ

2
‖∇ϕ− V ‖2

L2(Ω,M2(R)) +
1

2θ

∫
Ω

(T̃ − T ◦ ϕ+ f )2 dx

}
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L’équation d’Euler-Lagrange pour ϕ est définie par :

0 = ν(T ◦ϕ−R)∇T (ϕ)−γ∆ϕ+γ

(
div V1

div V2

)
− 1

θ
(f −T ◦ϕ+T̃ )∇T (ϕ),

et le système d’équations pour V est :

0 = 2βc0V11 (2Hε(c0) + c0δε(c0)) + µV22(det V − 2) + γ(V11 −
∂ϕ1

∂x
)

0 = 2βc0V12 (2Hε(c0) + c0δε(c0)) + µV21(det V − 2) + γ(V12 −
∂ϕ1

∂y
)

0 = 2βc0V21 (2Hε(c0) + c0δε(c0)) + µV12(det V − 2) + γ(V21 −
∂ϕ2

∂x
)

0 = 2βc0V22 (2Hε(c0) + c0δε(c0)) + µV11(det V − 2) + γ(V22 −
∂ϕ2

∂y
)

avec c0 = (‖V ‖2 − α)
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Algorithme de regridding

Algorithm 1 Regridding.

Initialisation: V 0 = 0, ϕ0 = Id , regrid count=0.

Pour k = 0, 1, . . .

(ϕk+1,V k+1) = arg min
ϕ,V
J̄ε(ϕ,V )

Si det∇ϕk+1 < tol

regrid count=regrid count+1
T = T ◦ ϕk

save ϕk (regrid count), ϕk+1 = Id , V k+1 = 0

Si regrid count>0
ϕfinal = ϕ(1) ◦ · · · ◦ ϕ(regrid count)
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Résultats numériques : images synthétiques
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Résultats numériques : Mouse Atlas

Template Référence Template Reference

Template déformée Référence segmentée Template déformée Reference segmentée
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Résultats numériques

V11 V12 V21 V22

∂ϕ1
∂x1

∂ϕ1
∂x2

∂ϕ2
∂x1

∂ϕ2
∂x2

Figure : ‖V11 −
∂ϕ1

∂x
‖∞ = 0.09, ‖V12 −

∂ϕ1

∂y
‖∞ = 0.03, ‖V21 −

∂ϕ2

∂x
‖∞ = 0.06,

‖V22 −
∂ϕ2

∂y
‖∞ = 0.07
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Méthode
numérique
pour la
résolution

Conclusion

Coupe de cerveau

Template Référence déformation

Template déformée Référence segmentée champ de vecteurs
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IRM d’un coeur

Template Référence déformation

Template déformée Référence segmentée champ de vecteurs
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Valeurs des paramètres

ν θ γ1 γ2 µ λ c

Letter C 1 1 0.1 60 000 3500 10 1

Triangle 1.5 1 0.1 90 000 500 10 1

Atlas11 0.5 1 0.1 80 000 1000 10 10

Atlas12 0.5 1 0.1 80 000 2000 10 10

Brain69 1 1 0.1 80 000 1000 10 10

Heart ED-ES 1 0.1 0.1 90 000 1000 10 10
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Conclusion

Extension 3D : difficultés dues au terme en Cof∇ϕ.

2 modèles alternatifs :

G(T̃ ,V ) = ν

∫
Ω

|T̃ − R|dx + varg (T̃ ) +

∫
Ω

QW (V )dx

subjected to ‖T̃ − T ◦ ϕ‖2
L2(Ω) ≤ ε,

‖∇ϕ− V ‖2
L2(Ω,M2) ≤ ε.

H(T̃ ,V ) = ν

∫
Ω

(
(c1 − R)2 − (c2 − R)2

)
T̃ dx + varg (T̃ )

+

∫
Ω

QW (V )dx subjected to ‖T̃ − T ◦ ϕ‖L1(Ω) ≤ ε,

‖∇ϕ− V ‖2
L2(Ω,M2) ≤ ε,

where c1 =

∫
Ω

R(x)H(T̃ )∫
Ω

H(T̃ )
and c2 =

∫
Ω

R(x)(1− H(T̃ ))∫
Ω

(1− H(T̃ ))
.
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Merci de votre attention.
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