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Modélisation du probleme

Contexte
@ Registration d'images : étant données 2 images T et R,
on cherche une déformation ¢ optimale telle que T o ¢
s'aligne sur R.
@ Segmentation d'images : partitionner |I'image en un
ensemble de régions d'intérét.

Hypotheses
@ Soit Q un ouvert borné de R2, de frontiere 9 de classe
Cl
@ Soit R I'image Reference, R : Q — R,
@ Soit T I'image Template, T : Q — R, Lipschitzienne, 2
support compact,
@ Soit ¢ la déformation recherchée, avec ¢ = Id sur 0X0.
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Présentation des méthodes de registration

Un algorithme de registration se compose :

@ d'un modele de déformation

@ transformation géométrique dérivant d'un modele physique
@ transformation géométrique dérivant de la théorie
d’interpolation
@ transformation géométrique basée sur des connaissances a
priori
@ d'une fonction objectif
@ méthodes géométriques

@ méthodes basées sur l'intensité, les attributs. . .
@ méthodes hybrides

@ d'une méthode d'optimisation
@ méthodes continues : descente de gradient, gradient
conjugué, Quasi-Newton. . .

@ méthodes discretes : graphes, programmation linéaire. . .
@ algorithmes gloutons et évolutionnistes
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Modélisation du probleme

Cadre Eulérien

Transformation inverse ¢ = W1 telle que les points y de la
grille dans I'image déformée ont pour origine
x = p(y) = W~1(y) et ont pour intensité T(x) = T(p(y)).

I"/ Y
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Notations

Déformation

@ Application réguliere, qui préserve |'orientation, injective
sauf éventuellement sur 9Q : ¢ : Q — R?

@ Déplacement associé : u= ¢ — Id

Elasticité non linéaire
o tenseur de déformation : C =V Vo =FTF
@ tenseur de Green Saint-Venant :

E = E(Vu +VuT +VuTVu)

o densité d'énergie d'un matériau hyperélastique, isotrope,
homogene :

W(F) = W(E) = J(trE) + utx(E%) + o | EI)

avec FTF =1+ 2E.

6
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Le terme de régularisation

Fonctionnelle d'énergie : la régularisation

@ On pose W (V) = Wsyk (V) + u(det Vi — 1)2 ol
Wsyk est la densité d'énergie d'un matériau de Saint
Venant-Kirchhoff :

5 A
Wsyk (V) = Wsyk(E) = E(trE)z + utr(E?)

1
avec E = E(VQOVQDT —1).
@ On peut écrire W sous la forme :
W(Ve) = B(IVel? — ) + v(det V),

A
avec ¢ : s — —%52 + u(s —1)*+ M convexe.
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La fonction edge detector

Fonction edge detector
Soit g : RT™ — R satisfaisant

e g(0)=1, e lim g(r)=0.

r——+oo

@ g strictement décroissante e g =g(|VR): Q = R*

On suppose Jc > 0 tel que 0 < ¢ < g et que g est lipschitzienne.
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Exemple de la fonction edge detector

Figure : Image R et g(|VR|) correspondante

0.8

0.6

0.4

0.2

34



Espace BV pondéré
Classe de fonctions poids de Muckenhoupt A; = A;(Q)
w e LL (Q0), Qo voisinage de Q:

1
[BOx, )| Ja(en)

dans toute boule B(x, r) C Q.

Cw(x)> w(y)dy a.e.

Définition

Soit w une fonction poids dans la classe

A} ={w € A1, w sci }. On note BV (Q2, w) I'ensemble des
fonctions u € L1(Q, w) (ensemble des fonctions intégrables par
rapport a la mesure w(x) dx) telles que:

sup {/ udiv(p) dx : |¢| < w partout, ¢ € Lipo(Q,R2)} < 0o
Q

On note var,, u cette quantité.
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Le terme de fidélité aux données

Variation totale pondérée

vargVv = sup {/ vdivy, |¢| < g partout, ¢ € Lipo(Q,]Rz)}
Q

avec g = m

Interprétation de var,v
Siv=1q,, Qc CQ, avec C la frontiere de ¢,

varg (v =1q,) = /cgds.

Le terme de fidélité aux données

Erali) =varg T o+ 5 [ (Top—RY
Q
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Minimisation de la fonctionnelle

Fonctionnelle 3 minimiser

it {76 =vargTo+ [ flxpt0, Vit)os |

avec W = {p € Id + W5*(Q,R?)},

(% 0,€) = 5(T 0.9 = R + Wsyk(€) + u(det§ — 1)

- g(TW— R)? + W(&).
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Existence de minimiseurs

Proposition

W n'est pas quasiconvexe.

Définition de I'enveloppe quasiconvexe

artx .6 =inf { 50 [ flxp 6+ 700 o

®e W01’°°(D,IR<2)}

Théoreme (Bousselsal [1])

Soit W : R"™" — R. Soit 1) : R — R une fonction convexe telle
que W(F) = B(|F|I> — a@)® + ¢(det F), «,B € R%. Alors
(F) si ||F|? > «

PW(F) = QW(F) = RW(F) = {w(det F) si ||F|% < o
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Probléme relaxé

Proposition

L’enveloppe quasiconvexe Qf de f est définie par

Qf(x,¢,8) = g (T(p) — R)> + QW(€) avec

W(e) if €] > 201
_ A+ 2u
u(ders) if g7 <251

Fonctionnelle relaxée

inf { T (o) :vargTocp-i-/ﬂ(Togo—R)2+/QQW(V30)

peW

:vargTogp+/QQf(x,gp(x),Vw(x))dx}

Modélisation
du probleme

Le terme de
régularisation

Le terme de
fidélité aux
données

Minimisation
de la
fonctionnelle

Méthode
numérique
pour la
résolution

Conclusion

14 /34



Existence de minimiseurs

Théoreme

Supposons que J est propre. La fonctionnelle J admet des
minimiseurs dans V.

Idée de la preuve
@ Inégalité de coercivité :

Qf(x,0,€) > Bdet el + Dl + &, ke R

o Suite minimisante (¢%) € W : T (k) kotpo u}nf/vj(\ll)
€

ok — @ dans W14(Q,R?),
{ det (V) — det(V @) dans L3(R).
@ Semi-continuité inférieure faible :
J(p) < liminf J (")
k——+o0
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Résultat de relaxation

Proposition

Supposons que T € W2>°(R2 R), VT est Lipschitzienne avec
une constante de Lipschitz /.

Soit ¢ € Id + W01’4(Q7 R?) un minimiseur du probléme relaxé.
Il existe une suite {0, }°°, C & + Wy*(Q,R?) telle que

0, — @ dans WH4(Q,R?) et

/f(X790V(X)7VSDV(X))dX_>/Qf(X,@(X),VQ(X))dX.
Q Q

Si de plus, Vi, converge fortement vers V@ dans
L1(Q, My(R)), alors on a

JI(pv) = J(?)
et donc inf(J) = min(J) = inf(J).

16
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Méthode numérique pour la résolution

Modélisation
du probleme

Le terme de
régularisation

Probleme découplé Le terme de
fidélité aux
données

= ~ o 1 Minimisation
j’y(@’ V’ T) :va.I‘g T + 5 || T((P) - R”%Z(Q) +/ QW( V) dX de la
Q

fonctionnelle

Existence de

Py T v
—'I_ 5 || V - VSDH%Z(Q’MQ) + ’-y || T - T (e) <p||L1(Q)‘ minimiseurs

W =1d+ Wy (,R2), X ={V € LYQ, Ma(R))}.
On minimise j7 sur W x X X BV(Q, g). Conclusion
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Résultat de [ — convergence

Théoreme

Soit (vyj) une suite croissante de réels positifs telle que

_ “T vj = +0o0. Soit (cpk(yj), V() 7~'k(fyj)) une suite minimisante
J—t+0o0

du probléeme découplé avec v = ;. Alors il existe une sous-suite

notée (#’N(m)(%m)v V() (7c))s TN(m))(Wco))) de
((pk(’)/j), Vk(’yj), Tk(’yj)) et un minimiseur (ﬁ de j
(7 € Id+ W, *(Q,R?)) tels que:

lim 7., (‘pN(vgu))('YC(J))’ Vin(re) (Yet))s TN(%U))(VC(j))) = J(@).

Jj—+oo
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Résultat de [ — convergence

Idée de la preuve

o inf J(eV, T) < (e, Ve, Top) = J(@)
WXXXBV(Q,8)

inf J < inf J :
<¢'2W‘7(<'0)+6—¢'QW‘7((‘0)+60

@ On considére une suite minimisante du probleme découplé :

- ~ k 00 . - ~
Ty (o) Vel Tu) =57 inf T (V. )
X g

VG (iew) | 7 V dans LY(Q, My),
det( VN(’Yco))(VC(/))) —+\ det(V@) dans L%(Q),
PN ree) (Tel)) | j @ dans W12(Q,R?),
1
(ch))(%(; )jﬁ—wzoo T o @ dans L(Q).

@ Semi-continuité inférieure faible inf J(¢) < J(p) <
peEW

lim inf Jm (SON('yC(,-))('YC(j))v V(e (Ye))» TN(WU))(VC(J)))

Jj—+oo
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Résolution

Modélisation

e Pour p et V fixés, on veut minimiser : e

Le terme de
régularisation

”:}_f {Va.rgi_‘i_’y“?— TOQOHLI(Q)} . Le terme de

fidélité aux
données

@ On introduit la variable auxiliaire f : Minimisation

de la
fonctionnelle

. ~ 1 = 2 stence de
%qi{vargT—i"Y”fHLl(Q)-i-26||T—Togo—i-fHLz(Q)}. B ‘

minimiseurs

@ Probleme découplé en 2 sous-problemes :

Conclusion

. = 1 -
inf{varg T+ 2| T = Top+fllag . (1)
i 26

. 1 T
inf {vllfllum) + oI T—Tep+ f||f2(rz)} O

v
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Proposition
Modélisation
du probleme

La solution de (1) est donnée par

Le terme de
~ régularisation
T:TOSO—f_HgK(TO(P_f) Le terme de
fidélité aux
données

ou I représente la projection orthogonale, et K est la P
fermeture de {div¢ : € € CL(Q,R?), [¢(x)] < g(x), Vx € Q}. dela

fonctionnelle

Existence de
minimiseurs

Proposition

La solution de (2) est donnée par

To(p_ 7__0")/ SI TO(p— 7_ Z 0"}/ Conclusion
f=q Top—T+0ysiTop—T < -6y
0 sinon.
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o Calculer Mgk (T o p — ) revient a résoudre:
min{[[0divp — (T o — )[|72(q) : [P(x)|* — g(x)* < 0}
@ Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker donnent I'équation:
g(x)V(8divp—(Top—1))—|V(0divp—(Top—r))|p=0.
que I'on résout par une méthode de point fixe :

n1 . PTHTV(divp—(Top—f)/0)
14 5IV(dive = (Tow—1£)/0)]




Ra ppel Modélisation

du probleme

@ Pour @ et V fixés : Le terme de

régularisation
. =] 1 ~ 5 Le /ter!we de
I {vargT Tl + 55T = Top+ fIILz(Q)} : e

Minimisation
de la

@ Pour 7— et f ﬁxés fonctionnelle

Existence de

. 14 5 minimiseurs
JSB{Q/Q(T( dx+/W L (IIVI? = a) dx

+/Q¢(det V)H, (a — || V|P) dx

Conclusion

ﬂy 2 1 - 2
5 IVe = Vlli2omm) + @/Q(T— Toyp+f) dx}

vy
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L'équation d'Euler-Lagrange pour ¢ est définie par :

div Vl) 1

div Vs

0= V(Tow—R)VT(@)—vAwﬂ( 5

et le systeme d'équations pour V est :

0 =2Bc Vi1 (2H:(co) + cod:(co)) + pVap(det V — 2) + (Vi1 —
0 =2Bc V12 (2H:(co) + cod:(co)) + pVor(det V — 2) + ~(Vip —
0 = 2Bcy Va1 (2H=(cp) + code(co)) + pVaa(det V — 2) + ~( Vo1 —

0=208cyVam (2H€(C0) I Cofss(Co)) I /LVll(det VvV — 2) -+ ’y(VQQ —

avec ¢o = (|| V]|? — @)

—Z(F=Top+T)VT(p),

O
Ox
g1
dy
02
Ox
O¢z)
dy
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Algorithme de regridding

Algorithm 1 Regridding.

e Initialisation: V0 =0, ©° = Id, regrid_count=0.
e Pour k=0,1,...

k+1’ Vk+1) = arg min ja(@ﬂ V)

(v min

Si det Vokt! < tol
@ regrid_count=regrid_count+1
o T=Toyk
o save p*(regrid_count), k1 = Id, V¥*+1 =0
@ Si regrid_count>0

final

p™al = (1) o - - o p(regrid_count)
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Résultats numériques : images synthétiques
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Résultats numériques : Mouse Atlas

Template Référence Template

Template déformée Référence segmentée Template déformée

Reference

Reference segmentée

N
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Résultats numériques
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R . 91
Figure : vy — Z2 |l = 0.00, V12 —

91
—_— =0.03, || Vo1 —
Ox ay ” (o] ” 21 Ox

92
[[V22 = —loc = 0.07
Oy

]
g¥2 [loo = 0.06,
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Coupe de cerveau

Template Référence déformation

L
ke

Template déformée

Référence segmentée
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IRM d'un coeur

Template

Référence

déformation
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Valeurs des parametres

v| o0 |m Y2 po| A c

Letter_C 1 1 10160000 | 3500 |10 1
Triangle 15| 1 [ 0190000 | 500 | 10| 1
Atlasll 05 1 |0.1]80000 | 1000 | 10| 10
Atlas1?2 05 1 |0.1]80000 | 2000 | 10] 10
Brain69 1 1 [ 0.1]80000 | 1000 | 10| 10
Heart ED-ES 1 101]0.1]90000 | 1000 | 10| 10
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Conclusion

@ Extension 3D : difficultés dues au terme en CofV.

@ 2 modeles alternatifs :
G(T,V)= y/ | T — R|dx + varg(T) +/ QW(V)dx
Q Q

subjected to || T — T o <p|ﬁ2(9) <eg,
Ve = Viiam) <e

H(T,V) = ”/Q (L — R — (c2 — RY?) Tx + varg(T)

+/ QW(V)dx subjected to || T — Too|u@) <&
Q

Ve — V”%Z(Q,Mz) <e,

_ R (T))'

Modélisation
du probleme

Le terme de
régularisation

Le terme de
fidélité aux
données

Minimisation
de la
fonctionnelle

Existence de
minimiseurs

Méthode
numérique
pour la
résolution

32/34



Références

E

E

M. BOUSSELSAL, Etude de quelques problémes de calcul des
variations liés a la mécanique, PhD thesis, Université de Metz,
1993.

X. BRESSON, S. ESEDOGLU, P. VANDERGHEYNST, J.-P.
THIRAN, AND S. OSHER, Fast global minimization of the active
contour/snake model, Journal of Mathematical Imaging and
vision, 28 (2007), pp. 151-167.

B. DACOROGNA, Direct methods in the calculus of variations,
vol. 78, Springer, 2007.

F. DEMENGEL AND G. DEMENGEL, Functional spaces for the
theory of elliptic partial differential equations, Springer, 2012.

C. LE GUYADER AND L. A. VESE, A combined segmentation
and registration framework with a nonlinear elasticity smoother,
in Scale Space and Variational Methods in Computer Vision,
Springer, 2009, pp. 600-611.

Modélisation
du probleme

Le terme de
régularisation

Le terme de
fidélité aux
données
Minimisation
de la
fonctionnelle

Existence de
minimiseurs

Méthode
numérique
pour la
résolution

33/34



Merci de votre attention.

Conclusion
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